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15 まとめの問題（整数） 
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 (1)より，三角形は cを斜辺とする直角三角形だから， abS
2
1

=  

 これと ( ) ( )( )mnmnmnmnmnab +-=×-= 2222 より， ( )( )mnmnmnS +-=  ・・・① 

一方，内接円の半径 r から， ( )cbarS ++=
2
1  

これと ( )mnnmnmnmncba +=+++-=++ 22 2222 より， ( )mnnrS += ・・・② 
①，②より， ( ) ( )( )mnmnmnmnnr +-=+  ( )mnmr -=\  

(3) 
 (2)より， ( )mnmr -=  ・・・③ 

 これと， r が素数であることと， 0>m ， 0>- mn より， 
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 すなわち ( ) ( )1,1, += rnm  または ( ) ( )1,, += rrnm  

それぞれを②に代入することにより， 
( ) ( )1,1, += rnm のとき ( )( )21 ++= rrrS  

( ) ( )1,, += rrnm のとき ( )( )121 ++= rrrS  

(4) 
 ( )( )21 ++= rrrS のとき 

  Sは連続する 3 つの整数の積だから，6 で割り切れる。 
 ( )( )121 ++= rrrS のとき 
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  より， 

  Sは連続する 3 つの整数の積の和だから，6 で割り切れる。 
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(2) 

 a，b， x， yを整数とすると， 22 ba +=a ， 22 yx +=b と表せる。 

 これと(1)より， ( )( ) ( ) ( )222222 bxaybyaxyxba -++=++=ab  

 byax + ， bxay - は整数だから， ( ) ( )22 bxaybyax -++ は 2 つの平方数の和である。 
 よって，ab は Aの要素である。 

(3) 
22 5025 += より，25 は Aの要素である。 22 5550 += より，50 は Aの要素である。 
50251250 ×= および(2)より，1250 は Aの要素である。 
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(1) 
 2 進法の 4 桁回分は ( )21001 ， ( )21111 であり，それぞれを 10 進法で表すと， 

 ( )21001 ： 921202021 0123 =×+×+×+× ， ( )21111 ： 1521212121 0123 =×+×+×+×  

 よって，9，15 

(2) 
 3 進法の 4 桁回文は ( )31001 ， ( )31111 ， ( )31221 ， ( )32002 ， ( )32112 ， ( )32222  

 それぞれを 10 進法で表すと， 

( )31001 ： 2831303031 0123 =×+×+×+× ， ( )31111 ： 4031313131 0123 =×+×+×+×  

( )31221 ： 5231323231 0123 =×+×+×+× ， ( )32002 ： 5632303032 0123 =×+×+×+×  

( )32112 ： 6832313132 0123 =×+×+×+× ， ( )32222 ： 8032323232 0123 =×+×+×+×  

 よって，28，40，52，56，68，80 

(3) 
 9 進法の 4 桁回文は ( )9abba  

ただし， aがとれる値の数は， 8,3,2,1 =a の 8 個 

bがとれる値の数は， 8,,2,1,0 =b より，の 9 個 

よって，4 桁回分の個数は 7298 =´ 個 
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(4) 
 4 進法の 4 桁回文は ( )4abba （ 3,2,1=a ， 3,2,1,0=b ）と表せる。 

 これを 10 進法で表すと， ( )babaabba 413520654444 0123 +=+=×+×+×+×  

 これと， 1=a ， 0=b のとき 13413 =+ ba ， 1== ba のとき 17413 =+ ba より， 

 ba 413 + には互いに素な整数が含まれることから， 

4 進法の 4 桁回文すべての最大公約数は 5 である。 

(5) 
 n進法の 4 桁回文は ( )nabba （ na ,,3,2,1 = ， nb ,,2,1,0 = ）と表せる。 

 これを 10 進法で表すと， 
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 よって， n進法の 4 桁回文はすべて 1+n で割り切れる。 
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(1) 

 ( ) ( )baazyx ,1,,, += が①の解 ⇒ ( ) ( )*** ,1,,, baauts += は②の解 

  ( ) ( )baazyx ,1,,, += が①の解であることから， ( ) 222 1 baa =++  

すなわち 22 122 baa =++  ・・・③ 
( ) ( )*** ,1,,, baauts += とすると， 
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よって，③より， ( ) 01222 =+-+ uts  すなわち 1222 +=+ uts  

ゆえに， ( ) ( )baazyx ,1,,, += が①の解 ⇒ ( ) ( )*** ,1,,, baauts += は②の解 

 ( ) ( )baauts ,1,,, += が②の解 ⇒ ( ) ( )*** ,1,,, baazyx += は②の解 

( ) ( )baauts ,1,,, += が②の解であることから， ( ) 11 222 +=++ baa  

すなわち 22 22 baa =+  ・・・④ 
( ) ( )*** ,1,,, baazyx += とすると， 
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よって，④より， 0222 =-+ zyx  すなわち 222 zyx =+  

ゆえに， ( ) ( )baauts ,1,,, += が②の解 ⇒ ( ) ( )*** ,1,,, baazyx += は②の解 
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(2) 
( ) ( )5,4,3,, =zyx は①を満たす自然数解の 1 つである。 

これと(2)から， 
 ( )5,4,3 は①の解 ⇒ ( )1532,153,53 ++×+++ すなわち ( )12,9,8 は②の解 

( )12,9,8 は②の解 ⇒ ( )11282,1128,128 ++×+++ すなわち ( )29,21,20 は①の解 

( )29,21,20 は①の解 ⇒ ( )129202,12920,2920 ++×+++ すなわち ( )70,50,49 は②の解 

( )70,50,49 は②の解 ⇒ ( )170492,17049,7049 ++×+++ すなわち( )169,120,119 は①の解 

             

 が成り立つ。 
 よって，①を満たす 3 組の自然数解をあげると， ( )5,4,3 ， ( )29,21,20 ， ( )169,120,119  
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(1) 
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 すなわち 1>a  

これと， aが自然数であることから， 2³a  ・・・① 

 bは ab > を満たす自然数であることと①より， 3³b  ・・・② 

 ①，②より，
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（等号成立は 2=a ， 3=b のとき） 

(2) 

 2=a のとき 
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  ab > より， 3³b だから， 

3=b とすると， 

2
11

3
111

<+=+
ccb

より，
6
11

<
c

より， 7³c  

よって，
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（等号成立は 7=c のとき）・・・③ 

4³b とすると， 
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 \ 5³c  

よって，
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（等号成立は 2=a ， 4=b ， 5=c のとき） ・・・④ 
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 3³a のとき 

  4³b とすると， 
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これと， cba << より， 5³c  

よって，
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 ③，④，⑤で，
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>>  

よって，
cba
111

++ は 2=a ， 3=b ， 7=c のとき最大値
42
41

をとる。 

115 
 12 は 12， 62 × ， 43 × ， 322 ×× と表せる。したがって， p， q， r を Nの異なる素因数と

すると，条件(A)を満たす Nの素因数分解の型には， 
11pN = ， 5pqN = ， 32qpN = ， 2pqrN = の 4 つがある。 

 そこで，それぞれの型について，条件(B)も満たすような Nを求めることにする。 

 (i) 11pN = 型 

  小さい方から 7 番目の数は 6p だから， 6p   一方， 3212 2 ×=  

  よって，条件(B)を満たさない。 

(ii) 5pqN = 型 

  22312 ×= より，12 が Nの約数ならば 122 =pq  3=\ p ， 2=q  

  これより， 9623 5 =×=N  
また，96 の約数を値の小さい方から 12 まで並べると，1，2，3，4，6，8，12 となる。 

よって，12 は小さい方から 7 番目の約数となり，条件(B)も満たす。 

補足：96 の約数は3の約数{ }3,1 と 52 の約数{ }32,16,8,4,2,1 の積で与えられることを

利用して，約数を小さい方から並べればよい 

(iii) 32qpN = 型 

 (ii)と同様に考えて， 122 =qp または 122 =pq より， ( ) ( )3,2, =qp または ( ) ( )2,3, =qp  
 ( ) ( )3,2, =qp のとき 

  10832 32 =×=N  
  約数を値の小さい方から 12 まで並べると，1，2，3，4，6，9，12 となる。 

よって，12 は小さい方から 7 番目の約数となり，条件(B)も満たす。 
( ) ( )2,3, =qp のとき 

 7223 32 =×=N  
  約数を値の小さい方から 12 まで並べると，1，2，3，4，6，8，9，12 となる。 

   12 は小さい方から 8 番目の約数となり，条件(B)を満たさない。 
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 (iv) 2pqrN = 型 
  pと qのどちらか一方が 3 で 2=r であることが必要だから， 

3=p とすると， qN ××= 322  

まず， 322 × の約数を小さい方から順に並べると，1，2，3，4，6，12 となる。 
これに qの約数を掛け，小さい方から順に 12 まで並べる。 

5=q のとき 

 1，2，3，4，5，6，10，12 

   12 は小さい方から 8 番目の約数となり，条件(B)を満たさない。 
7=q のとき 

 1，2，3，4，6，7，12 

よって，12 は小さい方から 7 番目の約数となり，条件(B)も満たす。 

 このとき 847322 =××=N  
11=q のとき 

 1，2，3，4，6，11，12 

よって，12 は小さい方から 7 番目の約数となり，条件(B)も満たす。 

 このとき 1321132 2 =××=N  
qが 11 より大きい素数のとき 

 1，2，3，4，6，12 

よって，12 は小さい方から 6 番目の約数となり，条件(B)を満たさない。 

 以上，(i)から(iv)より，条件(A)，(B)をともに満たす正の整数 Nは 84，96，108，132 

116 

(1) 

 7228 2 ×= より，28 の約数の総和は ( )( ) 5671221 2 =+++  

 よって，28 の約数で，28 以外の約数の和は 282856 =-  

 ゆえに，28 は完全数である。 

(2) 
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(3) 

 pn 12 - （ pは素数）のすべての正の約数の和は，(2)より， ( )( )112 +- pn で与えられる。 

したがって， 12 -n が素数ならば ( )122 1 -- nn のすべての正の約数の和は ( ) ( ){ }11212 +-- nn  

すなわち ( ) nn 212 ×- となる。 

よって， ( )122 1 -- nn の約数で， ( )122 1 -- nn 以外の約数の和は， 

( ) ( ) ( )122122212 11 -=--×- -- nnnnnn より， ( )122 1 -- nn と等しい。 

 ゆえに， ( )122 1 -- nn は完全数である。 
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(4) 

偶数である aが 2 で 1-n 回（ nは 2 以上の自然数）割り切れるとすると， 

 ka n 12 -= （ kは奇数） ・・・① 
 完全数である aの正の約数の総和を ( )aS とおくと， ( ) aaSa -= より， 

( ) aaS 2=  ・・・② 

よって，①，②より， ( ) kaS n2=  ・・・③ 

 一方，①より， 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )kS

kS

kSS

kSaS

n

n

n

n

×
-
-

=

++++=

=

=

-

-

-

12
12

2221

2

2

12

1

1

　　

　　

　　

  

( ) ( )kSn 12 -=　　  ・・・④ 

③，④より， ( ) ( )kSk nn 122 -=  

よって， ( )
1212

2
-

+=
-

= nn

n kkkkS  ・・・⑤ 

ここで，
12 -n

k
について， 

( )kS と kは整数だから，⑤より，
12 -n

k
は整数 すなわち

12 -n
k

は kの約数である。 

また， 312 ³-n より， 0
12
>

-
> n

kk  

よって，
12 -n

k
は k以外の kの正の約数である。 

したがって，⑤より， kの正の約数は 2 つだけである。すなわち kは素数である。 

よって， 1
12
=

-n
k

すなわち 12 -= nk  ・・・⑥ 

ゆえに，①と⑥より， ( )122 1 -= - nna （ただし， nは 2 以上の自然数） 


